Universidad de la Reptublica

Facultad de Ciencias Calculo III-Curso 2019
Centro de Matematica

SEGUNDO PARCIAL
Lunes 12 de julio de 2019

Comaenzo: 11:30

C
( \‘.

8:30 Finalizacion:

§A. 1) Mostrar que el cono ¢ = {(x,y,z) € R3: x> +y? = z?, z > 0} es difeomorfo a
R\ {(0,0)}.
2) Averiguar si el campo X(x,y) = (x* +y?,2xy) es un campo gradiente, y en
caso afirmativo hallar un potencial escalar de X.
3) Calcular [, F-dA, donde F(x,y,z) = (x*,y?,2°), y en S* se considera el vector
normal saliente.

4) Calcular la derivada exterior de 1 := z?dx A dy + (2% + 2y)dx A dz.

30 puntos

§B. 1) Sean D C R? una variedad con borde compacta de dimensién 2, y supon-
gamos que F = (f,g) : D — R? es un campo C*. Probar que faD fdg =
/b det F/(x,y)dxdy.

2) Se consideran w,n € Q'(R?\ {0}) tales que

1

mw(x&l)-

w(x,y) = xdy —ydx, nx,y) =

Considérese S' orientada positivamente, y sea Q la forma de volumen en S'.

a) Mostrar que para todop = (a,b) € S el conjunto {(—b, a)} es base ortonor-

mal de TpS1, y que Q(p)(v) =v-(—=b,a) = av, —bvy, Vv = (v1,Vv2) € TPS].
b) Probar que Q(p)(v) = w(p)(v) =n(p)(v), Vp eS',v=(vi,vz) € T,S".
c) Sea f:R?\ {0} — S' tal que f(x) := %:. Probar que n = f*(Q).

Xl

30 puntos



Soluciones

§A. 1) Los mapas ¢ : R\ {(0,0)} - €y V¥ : € — R?*\{(0,0)} dadas por @(x,y) :=
(X, Y, VX2 +y2) v W(x,Y,z) := (x,y) son de clase C* y mutuamente inversos.
2) Un potencial escalar es f : R? — R dado por f(x,y) = xy? + x°.
3) Por el teorema de Gauss es
J F~dA:J didexdydz:3J X% +y? + 22 dx dy dz.
s? B(0,1) B(0,1)

Para calcular esta integral pasamos a coordenadas esféricas: x = pcosOsend, y =

psenfsend, z = pcos . El determinante jacobiano es J(p, 0, p) = —p? sen ¢. Por lo
tanto:
1 p27 pmt 127t
J F-dA:3J x2+y2+zzdxdydz:3J J J p*sendp ddp do, dp = —.
s2 B(0,1) 0olJo Jo 5

4) dn = d(z?)dx A dy+d(z? +2y)dx Adz = 2zdz A dx A dy + (2zdz + 2dy) Adx A dz =
2zdx ANdy Adz+2dy Adx ANdz=2(z—1)dx A\ dy A dz.

§B. 1) Por el teorema de Stokes se tiene [, fdg = [ d(fdg). Ahora,

d(fdg) = df Adg = (fxdx + fydy) N (gxdx + gy dy)
= fygxdx A dx + fygydx A dy + fygxdy A dx + fygydy A dy
=0+ fygydx A dy — gxfydx A dy +0 = (frgy — gxfy)dx A dy.

Por lo tanto
J fdg—J (fxgy — gxfyldx A dy —J (fxgy—gxfy)dxdyJ det F/(x,y)dx dy.
oD D D D

2) a) Si (a,b) = (costo,senty), sea ot : (to — €,to + €) — S! tal que x(t) = (cost,sent).
Entonces « es una parametrizacién positiva de S! alrededor de p, y «’(to) = (—b, a),
de modo que (—b,a) € T,S'. Como ||(—=b,a)|| =1y T,S' tiene dimensién 1, se
concluye que {(—b, a)} es una base ortonormal positiva de TPS‘. Por otro lado, es
claro que el mapa Q’(p) : TpS1) — R tal que Q'(p)(v) =v- (—b, a)) pertenece a
AT((T,S")*), y ademds Q'(p)(—b,a) = a® + b? =1, asi que Q’(p) es el elemento
de volumen de TPS‘, y por lo tanto Q(p) = Q'(p), Vp € S'.

b) Si (x,y) € S', entonces w(x,y) = n(x,y) porque x> +y? = 1. Por otro lado, si
v=(vi,v2) € T(X)y)SH entonces

w(x,y)(v) = (xdy —ydx)(v) = xdy(v) —ydx(v) = xv2 —yvi = (v1,v2) - (—y,x)
= Qx,y)v).



c) F(Q)(x,y)(v) = Q(f(x,4)) (Df (x,y) (V) ¥(x,y) € RO\{(0,0)}, v = (v1,v2) € TR\

2
3 < : / _ 1 Y —Xy
{(0,0)} = R>. Un célculo simple muestra que f'(x,y) = WoTsEE <—xy 2 >
Por otro lado existen tinicas g,h € C®(R3\ {(0,0)}) tales que
5(Q)(x,y) = g(x,y)dx + h(x,y)dy.
De hecho debe ser:
g(x,y) = (Q)(x,y)(e1) h(x,y) = f*(Q)(x,y)(e2).
Ahora:
) B Wiy (yx) .y
Q) ylen) = QM) (Df iy (o)) = I5=8 —=Ps = 50
(—X‘J,Xz) (_U,X) X
*(Q)(x,y)(ez) = Q(f(x,y)) (Df 1 (e2)) = . = .
( )( Y 2 ( Y )( (x,y) 2) (\/X2+y2)3 \/X2+y2 X2+y2
Por lo tanto y <
f(Q)(x,y) = mdx + mdy =n(x,y).



